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. Chapitre 7 .
Réduction des endomorphismes :
trigonalisation et compléments
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Dans tout le chapitre, K désigne R ou C.

I Endomorphismes/matrices trigonalisables

1) Définition

Définition 1 (Endomorphisme trigonalisable).
Soit E un K-espace vectoriel de dimension n € N*,
Un endomorphisme f € L(E) est dit trigonalisable sil eziste une base

Vocabulaire
Trigonaliser ’endomorphisme f signifie trouver une telle base de E, appelée base de
trigonalisation de f.

Remarque
e Tout endomorphisme diagonalisable est trigonalisable, mais la réciproque est fausse.

e Si f est trigonalisable, on peut toujours se ramener (quitte & permuter les vecteurs
de la base) & une matrice triangulaire supérieure (ou inférieure, c’est comme

on veut).
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Exemple c: — C?
Montrer que I’endomorphisme f : ( x ) . ( ir+ (14+1)y ) est trigonali-
Y iy

sable, mais pas diagonalisable.

En effet, dans la base canonique de C? (notée e; = ( 1 ) , 6y = ( (1) )), la matrice de

f est
(1 1+
A_<0 i )’

elle est triangulaire. Ceci montre que f est trigonalisable.

Par contre, si f était diagonalisable, la matrice A le serait aussi, et puisque sp(A) = {i},
on aurait A semblable & ily, ce qui est impossible (puisqu'on a P~1(il,)P = il, # A
pour toute matrice P inversible). Donc f n’est pas diagonalisable.
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Définition 2 (Matrice trigonalisable).
Une matrice A € M, (K) est dite trigonalisable si elle est

Remarque
e Trigonaliser la matrice A, c¢’est donner explicitement une matrice inversible P telle
que P~'AP soit triangulaire. Bien entendu, les colonnes de P représentent
une base de trigonalisation de I’endomorphisme f : V +— AV canoniquement
associé a A.
e Evidemment toute matrice triangulaire est trigonalisable, et la réciproque est
fausse.

o Si A e M,(K), alors
K" — K"

A trigonalisable <= ’endomorphisme f : { Vo AV

est trigonalisable.

e Si f € L(E) et B est une quelconque base de F, alors
f trigonalisable <= Matg(f) est trigonalisable.
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2) Théoréme de trigonalisation et conséquences

Théoréme 3 (Théoréme de trigonalisation).
Soit E un K-espace vectoriel de dimension n € N*, et f € L(E). Alors :
[ est trigonalisable <= le polynome caractéristique x5 est scindé sur K

Rappel
Un polynéme de K[X] est dit scindé sur K §'il s’écrit comme le produit de polynémes
de degré 1 (pas nécessairement distincts) de K[X].

Preuve :

o Facile car si f est trigonalisable, f se représente par une matrice triangulaire
aiq * *

)

supérieure T = L dans une certaine base B.
0 (n.n
On a donc x4 (X) = det(X 1, — T) = [[(X — arx) € K[X], ce qui prouve que x;
k=1

est scindé sur K (attention, pas nécessairement a racines simples!).

° Plus difficile, on procéde par récurrence sur n = dim(£) € N*.
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* Pour n = 1, le résultat est évident car en dimension 1, tout endomorphisme
se représente par une matrice 1 X 1, qui est évidemment triangulaire !

Soit n > 1. Supposons qu’en dimension n, tout endomorphisme ayant son
polynome caractéristique scindé soit trigonalisable, et montrons que ceci reste
vrai en dimension n + 1.

Soit donc E un K-espace vectoriel de dimension n + 1, et soit f € L(FE) tel
que X soit scindé sur K. On va montrer que f est trigonalisable.

Puisque )¢ est scindé sur K, f posséde au moins une valeur propre A € K.
Notons e € FE un vecteur propre associé, et complétons (e) en une base B =

(e,e9,-++ ,eny1) de E. La matrice de f dans B est de la forme
A ‘ ke %
0
A= . A < Mn+1(K), Al € Mn(K)
: 1
0

Exprimons alors xs : en développant par rapport a C, on obtient
Xf(X) =det( Xy — A) = (X — A) xdet(X1, — A1) = (X — N)xa, (X).

Puisque x est scindé sur K, son diviseur x4, est aussi scindé sur K. Par
hypothése de récurrence, la matrice A; est donc trigonalisable (car elle repré-
sente un endomorphisme en dimension n dont le polynéme caractéristique est
scindé).
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D’ou l'existence d’une matrice P, € GL,(K) telle que Pl_lAlPl = T} soit
triangulaire supérieure.

10 --- 0
0
On conclut en posant P = ' s cona P € GL,1(K) (puisque
: 1
0
det(P) =1 x det(P;) # 0), et
1{o --- 0 NEE 10 --- 0
0 0 0
PTIAP = X . .
P : Ay : Py
0 0 0
1] * 1 ‘ * *
0 0
B . P1_1A1P1 B T1
0 0

Cette matrice est bien triangulaire supérieure, ce qui montre que A est trigo-
nalisable, et donc f aussi.

O
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Remarque (A retenir)
Si f est trigonalisable, et si T" est une matrice triangulaire représentant f, alors

e les éléments diagonaux de T' sont exactement les valeurs propres de f.
e chaque valeur propre apparait sur la diagonale de T" autant de fois que sa
multiplicité.
Mais a I'inverse de la diagonalisation, la matrice T n’est pas unique (méme a l’ordre
des facteurs diagonaux prés), a cause des éléments non diagonaux de 7.

Corollaire 4 (Cas complexe / cas réel).
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n € N*.

(1) S1 K =C, alors tout endomorphisme f € L(E) est trigonalisable.

(i1) Si K = R, alors tout endomorphisme f € L(E) ayant toutes ses valeurs
propres dans R est trigonalisable.

Preuve :

(i) On a xy € C[X] et xs non constant, donc x est scindé sur C, et on en déduit
par le théoreme 3 que f est trigonalisable.

(17) Ici, xr € R[X] et par hypothése, toutes les racines de y; sont réelles. On a
donc la factorisation x(X) =[] (X —\)*, ou chaque valeur propre A € R
Aesp(f)
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a pour multiplicité oy € N*. D’ou x est scindé sur R, ce qui entraine par le
théoréme 3 que f est trigonalisable.

O

Corollaire 5 (Trigonalisation des matrices carrées).
(i) Toute matrice A € M,,(C) est trigonalisable.

(17) Toute matrice A € M,(R) est trigonalisable dans C, i.e. il existe P €
GL,(C) telle que P~YAP soit triangulaire (dans M, (C)).

(1ii) Toute matrice A € M,(R) telle que xa est scindé sur R est trigona-
lisable dans R, c’est-a-dire qu’il existe P € GL,(R) telle que P~YAP soit
triangulaire (dans M, (R)).

Preuve : I suffit d’appliquer le corollaire précédent a l’endomorphisme f € L(K")
canoniquement associé a A :

f K* — K"
Vo= AV

et cela montre (i) et (ii7). Pour le point (77), il suffit de considérer A comme une matrice
de M,,(C), ainsi f € L(C™) et on se raméne a (7). O
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Corollaire 6 (Lien entre trace, déterminant et valeurs propres).
Soit E un K-espace vectoriel de dimension n € N*, et f € L(E).
On suppose que Xy est scindé sur K. Notons A1, --- , A\, les valeurs propres de f

Preuve : Puisque x; est scindé sur K, I'endomorphisme f est trigonalisable, donc il
existe une base B de E dans laquelle T = Matg(f) est triangulaire supérieure, avec
pour éléments diagonaux Ay, -+, \,.

Donc, par définition de la trace et du déterminant d’'un endomorphisme (qui ne dé-
pendent pas de la base de représentation) :

tr(f)=1tr(T) = zi: Ak, det(f)=det(T) = ﬁ Ak

10/35

Corollaire 7 (Lien entre trace, dét. et valeurs propres d’une matrice).
Pour toute matrice A € M,,(C),

(1) La trace de A est la somme de ses valeurs propres
(comptées avec multiplicité).

(i7) Le déterminant de A est le produit de ses valeurs propres
(comptées avec multiplicité).

Ces résultats sont aussi valables pour toute matrice A € M, (R) ayant toutes ses
valeurs propres réelles.

Preuve : Evident en raisonnant sur I’endomorphisme canoniquement associé a A et
en appliquant le corollaire 6. U

ATTENTION !
Les valeurs propres de multiplicité > 2 "comptent plusieurs fois" dans le calcul de la
trace et du déterminant.

Exemple
En dimension 3, si x(X) = (X — 1)(X — 3)?, alors on a
tr(f)=14+43+3=T, det(f) =1x3x3=09.
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ATTENTION !
Dans les cas on A € M, (R) posséde des valeurs propres complexes non réelles, il faut
tenir compte de ces valeurs propres dans le calcul de la trace et du déterminant.

Exemple (Encore la matrice de rotation)
1 0 0
On fixe un réel 6 et on considére la matrice A= | 0 cosf —sinf
0 sinf cosf
Etablir un lien entre sa trace et ses valeurs propres.
On a tr(A) =1+ 2cos(f), et

xa(X) = (X —1)(X?=2cos(A)X +1) = (X — 1)(X — ) (X — ™).
Dans C, la somme des trois valeurs propres est bien égale a la trace :

L+e% +e7 =14 2cos(6).
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3) Trigonalisation en dimension 2

Méthode (Trigonalisation en dimension 2)

Considérons une matrice A € My(K). On suppose que A est trigonalisable dans

M (K) mais non diagonalisable.

En notant f: V — AV lendomorphisme de K? canoniquement associé a A, on a donc
W(X) = (X = N2, dim(Ex(f)) = 1.

e On compléte en une base B := (uy,uz) de K2

La matrice de f dans B est alors de la forme 7T = < A ) .

Vu que cette matrice est semblable & A, on a  tr(7T) =tr(A) =2\ , et donc

On a donc trigonalisé A, puisque T est triangulaire et semblable & A : en effet, on a
T = P71AP, o P est la matrice de passage dont les colonnes sont les coordonnées
de u; et uy dans la base canonique.

ATTENTION !
up est un vecteur propre de f, mais pas us !
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Remarque (Choix optimal de us)
On peut "optimiser" le choix du vecteur wus, afin d’obtenir une base B := (uy, us)
dans laquelle la matrice de f est
Al
T = ( o ) .

Il suffit pour cela de prendre uy tel que
f(UQ) = U1 + )\Ug

(et c’est toujours possible, c’est I'objet d’une théorie plus poussée appelée la "réduction
de Jordan").

En pratique, le calcul d’un tel vecteur us est simple (systéme linéaire avec second
N X . .
membre & résoudre) : en notant ( les coordonnées de us dans la base canonique
Y

a

b
fmg:ulhm2¢é(f—M@WQ:ul@#(A—Mﬁ(i)z(i).

de K2, et < ) celles de uq, on a
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4) Trigonalisation en dimension 3

Considérons une matrice A € M3(K). On suppose que A est trigonalisable dans
M3 (K) mais non diagonalisable.

En notant f : V + AV I'endomorphisme de K?® canoniquement associé¢ & A, on a
donc deux cas possibles :

a) (X)) = (X —a)(X — §)? avec a £ B, et dim(Ea(f)) = dim(Es(f)) = 1

a) Trigonalisation avec une valeur propre simple et une double

On suppose que x(X) = (X — a)(X — 8)? avec a # 3 et les sous-espaces propres
vérifient :

dim(E,(f)) = dim(Bs(f)) = L.

Méthode
e On détermine une base (u;) de E,(f) et une base (uz) de Eg(f).
Puisque les deux espaces propres sont en somme directe, (uq,us) est une famille

libre de K3.

e On peut la compléter en une base B := (uy, ug, u3) de K3.
Puisque  f(u1) = auy et f(ug) = Puy , on a
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a 0 =x
T = 0 g =
0 0 p

On a bien trigonalisé A, puisque T est semblable & A et que T est triangulaire.

Remarque (Choix optimal de us)
On peut en fait trigonaliser "mieux que ¢a" et montrer que A est semblable a

Pour cela, il suffit de choisir us tel que
f(uz) = ug + Bus.

plutdt que de compléter (uq,uz) "au hasard", et la théorie assure que c’est toujours
possible dans ce cas.

16/35

b) Trigonalisation avec une valeur propre triple (HP)

La situation est plus complexe. Les résultats qui suivent sont hors-programme.
On suppose que x;(X) = (X — «a)? avec dim(E,(f)) € {1;2}.

Méthode
o Si dim(E,(f)) = 2, alors la situation est similaire au cas a) : on ne dispose que de
deux vecteurs propres libres (uy, us).

a 0 0
On montre que A est semblable & T = 0 a1 , en construisant une
0 0 «

base (u1, ug,ug) telle que f(u2) = aug




17/35

e Si dim(E,(f)) = 1, alors c’est encore plus compliqué : on ne dispose que d'un seul
vecteur propre u; libre (puisque F, est une droite, tous les vecteurs propres sont
colinéaires entre eux).

a 1 0
Cette fois-ci, on montre que A est semblablea 7T = 0 a 1 , en construi-
0 0 «
flur) = auy
sant une base (uy, us, u3) telle que fug) = ug + augy

ATTENTION !

Dans chacun des deux cas, la construction d’une telle base peut étre subtile (il ne suffit
pas de compléter "au hasard" la famille libre de vecteurs propres).

De toute facon, si la situation se présente, cette construction sera guidée.
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II Applications de la réduction des endomorphismes

1) Calcul des puissances d’une matrice

Méthode (Calcul de puissance)
Soit A € M,,(K). Pour calculer explicitement A* pour tout k € N, on peut :

e Diagonaliser ou trigonaliser A : on trouve ainsi une matrice B diagonale ou trian-
gulaire telle que B = P~'AP.
e Calculer les puissances de B :

* si elle est diagonale, c’est trivial :
k

A O o 0 )\/f 0 o 0
o k
Vk € N*, 0 Az 7o = 0 A
: ' ’ 0 : ’ .0
0 0 An 0 0 PV

si elle est seulement triangulaire, on se débrouille autrement (récurrence, ou
formule du bindéme, ou utilisation d’un polynéme annulateur).

o Gracealaformule B* = (P~'AP)* = P-'A*P  onobtient |A* = PB*P-!

*

Remarque (Cas initial)
On rappelle la convention A% = I,,, pour toute A € M, (K).
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Exemple

173 1
it A=~
Soit 2(

1 3 ) Calculer A¥ pour tout entier k € N.

xa(X) =X?-3X+2=(X—-1)(X—2). Ona E(A) = Vect( _11 ) et Fy(A) =

1 B 1 1 a1 (1 -1
Vect(1>.Donc,enposantP—<_1 1),onaP —2(1 1 ),et

]DlAP:(gJ g)::
Donc pour tout £ € N, on a
D = < é ;l )’
puis
o018
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2) Suites définies par récurrence linéaire
a) Suites définies par récurrence linéaire d’ordre 2

On envisage des suites (u,) € KN vérifiant une relation du type
Vn € N, Upio = AUy + buy,

On peut obtenir une expression directe du terme général u,, d'une telle suite
(en fonction de n), en se ramenant & un calcul de puissance de matrice :

Proposition 8 (Réécriture matricielle).
Soit (a,b) € K? et (up)nen une suite a valeurs dans K telle que :

Vn eN, Uyio = au,i1 + buy,.

Preuve : Pour tout n € N, posons X,, = ( tn ) On a alors, pour tout n € N :

Up+1

. Un+1 . Un+1 _ 0 1 Un, _
Xnt1 = ( Un+2 ) B ( AUpy1 + buy, ) B ( b a ) < Un+1 > =X
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On en déduit par une récurrence facile que :
Vn € N, X, = A"X,,
ce qui donne la relation voulue.
O

Pour calculer le terme général u,,, il suffit donc de connaitre ug et u; et de calculer
A™ en diagonalisant ou trigonalisant la matrice A.
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On obtient ainsi le résultat suivant (déja vu en TSI 1) :

Théoréme 9 (Expression des suites vérifiant u, 1> = au,11 + bu,).
Soit (a,b) € K? et (uy)nen une suite a valeurs dans K telle que :

Vn €N, Upio = atyi1 + bu,.

On suppose que b £ 0.

(i) Sil’équation x* —ax—b = 0 a deux racines distinctes (A, \y) € K2, alors :
I, B) € K2, YneN, wu,=a(\)" + B)".
(i) Si I’équation x? — ax — b = 0 a une racine double \y € K, alors \g # 0 et :
(o, B) €K?, VneN, u, =aA)" + Bn)" .

(i17) Si K =R et si l'équation x*> — ax — b = 0 n’a pas de racine dans R, alors
en notant les racines complexes (pe, pe=") avec p >0 et € R :

(o, B) €R?, ¥n €N, wu, = p"(acos(nb) + Bsin(nh)).
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Remarque
Dans le cas de la racine double, on peut (quitte & renommer la constante () réécrire
u,, sous la forme :

VneN, wu,=(a+pn)A;.

01

Preuve : Posons A = ( b

). D’aprés la proposition précédente, on a alors :

WmN(1m>:M<%)
Un+1 (51

Procédons alors a la réduction de A :

X -1

XA(X):’ b X—a = X?—aX —b.

Les valeurs propres de A correspondent donc aux racines de 1’équation 2% —ax —b = 0.

(1) Si cette équation posséde deux racines distinctes Aj, Ay € K alors A est diago-
nalisable (puisqu’elle posséde deux valeurs propres distinctes), donc il existe

PeGM@QmmmmA:P<y 2)]3—1
2

On a donc

wneN, (" Yoan( W )op( M0 Ypr( ),
Up i1 Uy 0 A Uy
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d’ou (en calculant la premiére ligne de ce produit matriciel)
(o, B) €K?, Vn €N, Up = QA] + BAS.

(73) Si cette équation posseéde une racine double \g € K alors A n’est pas diagona-
lisable (sinon A serait semblable & A\gl3, ce qui n’est possible que si A = A\gly,
et ce n'est pas le cas). D’aprés la trigonalisation en dimension 2, A est donc

semblable a : ( ())\0 i\ > De plus, on a A\g # 0 sinon b = 0 (exclu).
0
Il existe donc P € GLy(K) telle que A =P ( ())\0 }\ ) P
0
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On en déduit par récurrence simple :

Un N _ g W0\ _ p A onAgT! p-1( U ’
Un+1 Uy 0 )‘g Uy

d’ou (en calculant la premiére ligne de ce produit matriciel)

(o, B) €K?, Vn €N, U, = aly + Byt
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(77i) Si K = R et cette équation n’a pas de racines réelles, alors on travaille dans C :

en notant \; = pe® ¢ Ret \y = A1 les deux racines, donc les deux valeurs
propres complexes de A (conjuguées car ya(X) est a coefficients réels), on
obtient (en utilisant le premier cas)

3(v,8) € C*, Vn €N, Uy = YN + 0N, = p" (’yemo + 56—m9) ‘
Mais u,, € R, donc on a nécessairement 6 =7, d’oll
FEC, VneN,  uy=p" (7" +7e7) = p"R(2e™),
c’est-a-dire

J(a, B) € R?, Vn €N, up, = p" (acos(nd) + fsin(nh)) .

Vocabulaire
L’équation 22 —azx —b = 0 est appelée équation caractéristique associée a la relation
de récurrence U, o = Aty + bu,.

La démonstration du théoréme précédent montre que le polynome x
0
b

2 _ax —bestle

. ) 1 S
polynoéme caractéristique de la matrice A = ( a ), ce qui justifie le nom.
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Corollaire 10 (Structure algébrique des suites t.q. U, 12 = at,11 + buy,).
Soient (a,b) € K? avec b # 0. Alors l'ensemble

F.p = { suites (u,) € KN telles que Vn € N, U0 = atyy1 + buy,

est un K-espace vectoriel de dimension 2.

Preuve : Dans chacun des trois cas, le théoréme 9. donne une famille génératrice de
F, 4, formée de deux suites, ce qui montre que F,; est un sous-espace vectoriel de K.
Il ne reste plus qu’a montrer que cette famille est libre pour obtenir dim(F, ;) = 2.

(i) Si K = R ou C et I'équation caractéristique 2 — ax — b = 0 a deux racines
distinctes Ay # Ay : on a

Fop = Veetx((A1); (A2)),
et la famille ((A}); (A\})) est libre car si
a(AY) + B(A3) = 0,

alors en évaluant en n = 0 et n = 1, on obtient le systéme :

f=-a
a+ =0 _ a=0
{)\104—1—)\25—0 — (A —X)a=0 <:>{5_0

#0
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2

(ii) Si K =R ou C et I’équation caractéristique z* —ax — b = 0 a une racine double

XA #0:ona
Fop = Veetx((A5); (nA571),

et la famille (\}); (nAg~")) est libre car si
a(A) + B(nAg™) =0,

alors en évaluant en n = 0 et n = 1, on obtient le systéme :

a=0 a=0
{Aw+@=o ¢${5=0'
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(iii) Si K =R et 'équation caractéristique 22 —az — b = 0 n’a pas de racine réelle :

on a, en notant les racines complexes pe*®
F.p = Vectg((p" cos(nb)), (p" sin(nh))),
et la famille ((p™ cos(nd)), (p" sin(nh))) est libre car si
a(p™ cos(nb)) + B(p" sin(nd)) = 0,

alors en évaluant en n = 0 et n = 1, on obtient le systéme :

{?Jc%sw)wsin(e»:o N {gp:sigw):o N {Z‘

0
O 9

car psin(f) # 0 (puisque c’est la partie imaginaire des racines, qui sont non
réelles dans ce cas).
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b) Généralisation en dimension supérieure

En procédant de facon analogue, nous pouvons calculer le terme général d’une suite
(tn)nen définie par récurrence linéaire d’ordre k > 3 :

Vn €N, Uptk = Og—1Unt+k—1 T+ + Q1Up41 + AUy,
ott (ag,ay, -+ ,ax_1) € K¥ en ramenant le probléme & une puissance de matrice.
un
Un+1
En effet, en posant X,, = : € K*, nous avons, pour tout n € N :
Un+k—2
Un+k—1
Un+1 Un+1
Un+2 Un+2
Xn—i—l = - ’
Un+k—1 Un+k—1
Utk Ap—1Upik—1 -+ QUL + Goly
32/35
c’est-a-dire
0 1 0 0 U,
0O 0 . 0 0 Up41
X, = ) )
0 0 . 0 1 Un-+k—2
apg a1 - g1 Unptk—1

On a donc X, 1 = AX,, pour tout n € N, on A € M, (K), ce qui améne par
récurrence :

Vn € N, Xn = AnXo,
c’est-a-dire
Unp, U
Un+1 U

Vn € N, , —An

Up+k—1 Uk—1
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Exemple
Soit la suite (uy,)nen définie par :

<u07 U, u?) = (07 17 3)7 Vn € N7 Unp+3 = _2un+2 + Up41 + 2u'fl

Calculer u,, en fonction de n.

U,
En posant X, = Ups1 |, 0N a:
Un+4-2
Upt1 01 0 Up,
Vn € N, Xn+1 = Up42 = 0 0 1 Un+1 = AXn,
—2Upy2 + Upy1 + 2uy 21 =2 Un+2

Donc par récurrence X, = A" X,. Pour calculer A™ :
Il est facile de voir que A posséde 3 valeurs propres distinctes : 1, —1, —2, donc elle est

1 0 0
diagonalisable et il existe P € GL3(R) telleque A= PDP~ ' ouD=| 0 -1 0
0 0 =2
34/35
Il s’ensuit :
Up, 1 0 0 U
Upr | =P 0 (=) 0 P ou |,
Unp+2 0 0 (—2)” U9

donc (en calculant la premiére ligne de ce produit matriciel) :

(o, B,7) €R®, VneN, u,=a+B(-=1)"+~(—2)"
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On termine en calculant les constantes a 1’aide des C.I. :

up =0 a+pB+v=0 a+pB+~v=0 vy=1
=1 < a—-0-2yv=1 — —26—-3y=1 <= < [f=-2 .
Us = 3 a+p+4y=3 3y=3 a=1

Finalement, on a :
VneN, wu,=1-2(-1)"4(-2)".




