Lycée Jules Ferry, Cannes - TSI 2 (2019-2020) Mathématiques (D. Broizat)

Corrigé du DM 14

Corrigé de ’exercice 1 (Formule du bindéme négatif).
Dans tout lexercice, x € [0;1] et ¢ > 0 sont fixés.

(z —1)"
(1= t)etntt
quotient de deux fonctions affines dont le dénominateur ne s’annule pas puisque 1 ¢ [0;2]),
donc Uintégrale I,, est bien définie.

1. Pour n € N fizé, la fonction t — est continue sur le segment [0;x] (c’est le

2. La fonction f :t — = (1 —t)7¢ est de classe C*= sur le segment [0;x], donc d’aprés la

(1—1)°
formule de Taylor avec reste intégral, on a

Vn €N, f(x):if( 7/ (n+1)( t)dt.
k=0

On calcule alors les dérivées successives de f par récurrence simple (a rédiger!) :

k—1 .
Vk € N, Vvt € [0;x], fOH) =clc+1)--(c+k-1)1—t)F = W.
Ezprimons maintenant ces dérivées en fonction des coefficients binomiauz généralisés (définis

en début d’énoncé) :

y\ _yly—1)--(y—k+1)
Vk e N, Vy € R, (k) = I ,
donc
Vk e N, Vt € [0; z], () et DG f )

En reportant cette expression dans la formule de Taylor avec reste intégral, on obtient alors

men =3 (e oo (L)

k=0
c’est-a-dire
= [etk-1Y) c+n o(z =)
Vn €N, f(l")kz_;)< B ):1: +(n+1)<n+1>/0 (1_t)c+n+1dt.
Enfin, on a
c+n\ H?:O(c—i—n—i)_cnfgol(c—i—n—i)_ c+n
(n+n(n+1>_4n+1) (n+1)! n! “Un )
donc
etk -1Y) 4 c+n\ [ (z—t)"
vn €N, kz_:o( ) +C( n )/0 (1_t>c+n+1dt’

=I,
ce qui est la formule voulue.

—1 -1
3. (a) La fonction ¢ : t T T =1+ 31: . est dérivable sur le segment [0;x], et
vte0a], P(t) =" <o
I I SD - (1 o t)Q )

(puisque x < 1) donc ¢ est décroissante sur le segment [0;x]. On en déduit que
vte[0z],  0=¢(@) <) <p0) ==,

ce qui est l'inégalité demandée.
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(b) Pour n € N fizé, la fonction u — u™ est croissante sur Ry, donc d’aprés la question
précédente :

71‘; n
Yt € [0; z], Og(f t) <z".

De plus, on a

1 1
. < <
vt € [Oa 1’], 0 = (1 _ t)c+1 — (1 — .T)C+1 ’

donc par produit d’inégalité entre réels positifs :

(x —t)™ "
vt € [0; 0< .
€ [0;2], = (1= t)ntetl = (1 —g)ett

La croissance de l'intégrale entraine alors :

T " " T

<I, < dt = dt,
0=t = / TEr R e /

~——

=x

donc
n+1

(1 —z)ett’
4. (a) Par définition des coefficients binomiaux généralisés, on a

Vi€ N', (+n> (b Tl

n n! [Tie i ;

0<I,<

. n
) (1s9)
i . i
1 =1
ce qui est la formule voulue.
(b) La fonction ¢ : t — t —In(1 +t) est dérivable sur [0; 400, et
1 t
vVt >0 "H)=1—-——=—-2>0
= vi(t) 1+1¢ 1+t~ 7
donc ) est croissante sur [0; +00[, ce qui entraine
Vi 20,  ¥(t) =4(0) =0,
et c’est équivalent a l’inégalité cherchée.
(¢) Par croissance de l’exponentielle sur R, on déduit de la question précédente :
vt >0, 14+t <e.
En utilisant cette derniere inégalité avec t = £ > 0 (pour tout entier k € N*), on obtient
par produit d’inégalité entre réels positifs :
VnEN*, H(1+k)§l]1€z:eXp<c;k>’

k=1

Vn € N, (c—i—n) < ecfln,
n

(d) C’est classique : la fonction t — % étant décroissante sur ]0;+ool, on a

c’est-a-dire

1 ko1
Vk > 2, fg/ —dt,
k= Ju t

-1

donc pour tout entier n > 2 :

H 1+zn:1 <1+zn:/k dt<1+/ndt 1 +In(n)
n — 7 > - > -\ = nn),
k k—1 t 1 t
k=2 k=2
et cette inégalité reste vraie pour n =1, puisque Hy =1 =1+ 1n(1). On a donc bien

Vn € N*, H, <1+In(n).
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(e) Les questions 4.(c) et 4.(d) entrainent la majoration :

Vn € N*, 0< <C+ n) 2t < eC(l-‘rln(n))xn-‘rl _ (ecx) % ner™.
n

Or, lim n™ =0 par croissances comparées, puisque x € [0;1].
n—-+oo

Donc, par le théoreme des gendarmes :

lim (C + n) 2"t = 0.
n—-+oo n

5. Le résultat de la question 4.(e) combiné a Uencadrement de la question 3.(b) montre que

lim c(c + ”)In —0,
n—-+4oo n

. c+n c c+ny\ i1
puzsque0§c< n )Ing(l_@c“x<( " )9: )

La formule établie a la question 2. entraine alors, en passant a la limite lorsque n — +00, que

. “fe+tk—-1) , _
o (o S (1)) =

lim S (ctkot mk—il
n—-+00 =0 k o (1 — 1’)6.

Ceci montre que la série > 1>q (C‘H;_l)xk converge et que

+Oo<c—|-k—1> & 1
Tt = .
— (1—-x)

c’est-a-dire
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