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But : Etant donné un endomorphisme f € L£(FE) (en dimension finie), trouver une
base de E dans laquelle la matrice de f est la plus simple possible (diagonale
ou triangulaire). La "réduction" d’un endomorphisme f est donc la recherche d’une
telle base, afin de représenter f simplement.

Dans tout ce cours, K désigne R ou C.

I Sous-espaces stables par un endomorphisme

1) Définition

Définition 1 (Sous-espace stable par un endomorphisme).
Soit E un K-espace vectoriel, soit f € L(E) un endomorphisme, et soit

Exemple
Soit f : K[X] — K[X] 'endomorphisme de dérivation f(P) = P'.
Alors, pour tout entier n € N| le sous-espace K,,[X] est stable par f.
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En effet, f(1) = 0 et pour tout n € N*, f(X") = nX""! donc, par linéarité de f,

{f@MXD:ﬂkm}CKwﬂ
Vn e N*,  f(K,[X]) C K, 1[X] C K,[X]

Lemme 2 (Restriction d’un endomorphisme a un sous-espace stable).

Soit E un K-espace vectoriel, soit f € L(FE) un endomorphisme et soit F' un sous-
espace vectoriel de E stable par f.

Alors, la restriction f|, : F' — I est un endomorphisme de F'.

Preuve : A priori, la restriction de f a I est une application f, : ' — E. Vu que
f(F)C F,ona f, : FF'— F. Enfin, la linéarité de f|, résulte de celle de f. g

ATTENTION !

Si F' n’est pas stable par f, ca ne marche pas! On peut seulement dire que la restriction
/|- est une application linéaire de F' dans E.
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2) Matrice dans une base adaptée a un sous-espace stable

Remarque
Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie n, soit f un endomorphisme de E et
soit F' un sous-espace vectoriel de E stable par f.
On considére (eq, - -, eg) une base de F' que 'on compléte en une base
B= (e, ek i1, - ,€,) de E.
Alors, la matrice de f dans la base B a une forme par blocs :

Mats(f) = ()

avec A; € My (K) (k = dim(F)).

En effet, si 1 <i <k, le vecteur e; est dans F', donc son image f(e;) aussi (puisque F
est stable par f). On a donc f(e;) € Vect(eq,--- ,ex), c’est-a-dire que pour i compris
entre 1 et k, les vecteurs f(e;) ont des coordonnées nulles suivant eg 1, - ,e,, et cela
explique la forme de la matrice (dans les k premiéres colonnes, les coefficients sous la
k¢ ligne sont nuls).



Exemple 1
On considére f ’endomorphisme de R? canoniquement associé & M = | —1

1
On note B = (&7, €, ;) la base canonique de R® et P = {(x,y,2) € R, y+

1.
2.
3.

Déterminer une base (7, ) de P.
Montrer que P est stable par f.

On pose w; = (0;0;1). Montrer que By = (@, 7, w}) est une base de R? et
déterminer My = Matg, (f).

. On pose wh = (1;1;1). Montrer que By = (7,7,11_)2)) est une base de R? et

déterminer My = Matp,(f). Interpréter la forme de M.

. OnaP =Vect((1,0,0),(0,1,—1)). On pose @ = (1,0,0) et ¥ = (0,1, —1).

La famille (u, 7)) est génératrice de P et libre (deux vecteurs non proportionnels)
donc c’est une base de P.

Montrons que le plan P est stable par f.
Comme nous disposons d'une base de P il suffit ici de montrer que f(@0) € P et
f(0) e P.
1 1
Or, M| 0 |=( -1 | donc f(u)=(1,—-1,1) € P.
0 1
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0 1
De plus, M( 1 ) = ( 1 ) donc f(v) = (1,1,-1) € P.
—1 —1

Ainsi, P est stable par f.

. Déterminons la matrice de f dans la base (u, ¥/, w}).

Nous avons déja calculé f(@) et f(¥). Il nous manque f(uw).

0 0
Or,M<0>< >doncf(u?1)(0,1,1)7+2171>.
1

1
1
f@)=(1,-1,1) = 1+ (=1)7+ 0w
En résumé : f(v) = (1,1,—1) = 1 + 10+ 0w,
flwy) =(0,1,1) = 04 + 19 + 2w}

0
1.
2

ase (U, U, wy).

1
Donc M1 Mat( @,0,0 )(f) = < —1
0

o O = =

. Déterminons la matrice de f dans la

Nous avons déja calculé f(@) et f(¥). Il nous manque f(wy3).

1 2
Or, M| 1 | = 2 | donc f(uy) =(2,2,2).
(1))
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i 1,-1,1) = 1d+ (—1)7 + 0w’
En résumé : f(¢) = (1,1,—1) = 1ad + 10+ 0wy
Fuh) = (2,2,2) = 0@ + 07 + 24

1 10
Donc My = Matgzuw(f) =1 —1 1 0
0 0 2

Interprétation : La forme de M (en deux blocs) indique que le plan P =
Vect(ﬁ, 7) est stable par f, mais aussi la droite D = Vect(ﬁg). On a donc une
décomposition de 'espace en deux sous-espaces stables par f :

R* =P @ D.
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Remarque
Il faut aussi étre capable de reconnaitre un sous-espace stable a partir de la matrice
d’un endomorphisme.

Exemple
On considére f 'endomorphisme de R3[X] canoniquement associé a la matrice :

1 0 0 -1

0 2 3 4
A=1 5 4 4 0
2 0 0 3

Uniquement avec la forme de la matrice, on peut affirmer que F = Vect(X, X?)

est un sous-espace stable par f.
En effet, la lecture des colonnes de A dit que :

f(1)=1-2X2%2+2Xx3
f(X)=2X - X?

f(X?) =3X — X?
f(X?)=—-1+4X +3X°

Donc on a bien f(X) € F et f(X?) € F, et comme (X, X?) est une base de F' on
peut affirmer que f(F) C F.
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3) Exemples classiques de sous-espaces stables

Exemple
Soit f € L(E). Alors :

(7) le sous-espace I'm(f) est stable par f;
(i7) pour tout A € K, le sous-espace Ker(f — A dg) est stable par f.

En effet :

(1) stz € Im(f), alors f(x) € Im(f) de fagon immédiate (en fait, on n’utilise pas
le fait que = € Im(f) : méme si x € E, on a f(x) € Im(f)).

(17) six € Ker(f — Aldg), alors f(z) = Az, donc

(f = Mdg)(f(x)) = [(f(x)) = Af(x) = f(Az) = Af(2) = O,

(par linéarité de f) ce qui montre que f(z) € Ker(f — Mdg).
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Exemple
Soient f et g deux endomorphismes de £ qui commutent : fog=go f.
Alors, le sous-espace Im(f) est stable par g.

On doit ici montrer que g(Im(f)) C Im(f).
Soit @ € Im(f). On sait alors qu'il existe @ € E tel que 4 = f(a).
Donc on a g(@) = ¢g(f(@)). Or, f et g commutent donc g(@) = f(g(@)).
Ainsi, g(u) € Im(f).
On a donc montré que g(Im(f)) C Im(f) c’est-a-dire que Im(f) est stable par g.
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II Eléments propres d’un endomorphisme

1) Valeurs propres, vecteurs propres, sous-espaces propres

Soit E un espace vectoriel sur K (pas nécessairement de dimension finie).
Soit f : E — F un endomorphisme.

Définition 3 (Valeur propre, vecteur propre d’un endomorphisme).
On dit qu’un scalaire X € K est une valeur propre de f s’il existe un vecteur

ATTENTION !
Un vecteur propre n’est pas nul par convention, mais une valeur propre peut-étre
nulle.

Remarque
e Un vecteur propre x associ¢ & A = 0 est en fait un vecteur non nul de Ker(f).
En effet, f(z) = Op signifie z € Ker(f).
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e Si x est un vecteur propre de f, alors il est associé & une unique valeur propre :
En effet, si f(x) = Az = px avec x # Op, alors (A — p)z = Op, et donc A — =0
(puisque x # Op).

e En revanche, si A est une valeur propre de f, alors il existe une infinité de vecteurs
propres associés a A :
En effet, si f(x) = Az avec = # Og, alors pour tout o € K*, on a f(az) = af(x) =
a(Ax) = Max), donc ar (qui est non nul) est aussi un vecteur propre associé a A.
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Proposition 4 (Caractérisation des valeurs propres).
Soit A € K. On a les équivalences :

A est valeur propre de f = Ker(f — Mdg) # {0g}

Preuve : Pour tout x € E et pour tout A € K, on a
flz) =X r <= f(z)-Mdg(zx) =05 <= (f—Adg)(x) =0p <= x € Ker(f—\dg),
donc :

A valeur propre de f <= dx € Ker(f — Mldg), v # Og.

La deuxiéme équivalence résulte du fait qu'un endomorphisme est injectif si et seule-
ment si son noyau est nul. 0]

Proposition 5 (Vecteur propre et droite stable).
Soit x € E un vecteur non nul. On a [’équivalence :
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Preuve : Si z est un vecteur propre de f, alors il existe A € K (la valeur propre
associée) tel que f(x) = Azx. En notant D = Vect(z), montrons alors que f(D) C D.
Siy € D, alors il existe a € K tel que y = ax. Donc

fly) = flax) = af (z) = a(Ar) = (),

ce qui montre que f(y) € Vect(x) =D.
Si D = Vect(z) est stable par f, alors f(z) € D, puisque z € D. Cela signifie
qu’il existe A € K tel que f(x) = Az, et donc z est vecteur propre de f.
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Définition 6 (Sous-espace propre d’un endomorphisme).
Soit A € K une valeur propre de f € L(F).

Remarque
e Le sous-espace propre Ey(f) est donc un sous-espace vectoriel non nul de F, et
il est stable par f (voir exemple p.8).
e Ona E\(f)={z € E, (f—Mdg)(x)=0g}={z€FE, f(x)=}:
cet ensemble est donc formé des vecteurs propres de f associés a A\ ainsi que du
vecteur nul.

Exemple
e Si 0 est valeur propre de f, alors le sous-espace propre associé & A = 0 est

Ey(f) = Ker(f).

e Si 1 est valeur propre de f, alors le sous-espace propre associé a A = 1 est
Ei(f) = Ker(f —Idg) ={z € E, f(z) =a}.
C’est ’ensemble des vecteurs invariants par f ("points fixes de f").
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Exemple (Valeurs propres d’une homothétie vectorielle)
Soit f = aldg avec a € K.
Calculons les valeurs propres et sous-espaces propres de f.

Pour les déterminer, procédons par analyse-synthése :

1. Analyse : si A est valeur propre de 'homothétie f = aldg, alors notons z # Og
un vecteur propre associé. On a f(z) = Az, mais aussi f(z) = (aldg)(z) = ax,
donc (A — &)z = O, ce qui conduit & A = « puisque le vecteur z est non nul.
Ceci montre que f posséde au plus une valeur propre : le scalaire «.

2. Synthése : le scalaire « est effectivement une valeur propre de f, puisque tous les
vecteurs z non nuls sont vecteurs propres associés (vu que f(z) = ax pour tout

reE).

Finalement, f = aldg posséde une seule valeur propre : A = «, et le sous-espace propre
associé est Eo(f) = Ker(f —aldg) = Ker(Ogr)) = E.
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Exemple (Valeurs propres de la dérivation)

Soit £ = C*(R,R) (c’est un R-ev de dimension infinie).
Soit f: E — E l'endomorphisme défini par f(y) = v’
Calculons les valeurs propres et sous-espaces propres de f.

e Tout réel X\ est valeur propre de f :
en effet, pour tout A € R, 'équation f(y) = Ay posséde des solutions non nulles,
puisqu’il s’agit de I’équation différentielle v = Ay, dont les solutions sont les fonctions
y x> AeM avec A € R.
Les vecteurs propres associés a \ sont les fonctions y : x — Ae* avec A € R*.

e Pour tout A € R, le sous-espace propre associé est Fy(f) = Vect(x — e 7).
Les sous-espaces propres de f sont donc des droites (ils sont tous de dimension 1).

Voici donc un exemple d’endomorphisme qui posséde une infinité de valeurs propres
(mais ceci n’est possible qu’en dimension infinie. . .).
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Proposition 7 (Indépendance linéaire des sous-espaces propres).
Soit A1, , Ay € K (avec p > 2) des valeurs propres distinctes de f. Alors :

P P
>_Ex\(f) =D En()
i=1 i=1
(i9) st xy,---,x, sont des vecteurs propres respectivement associés
auz valeurs propres Ay, - -+, Ay, alors la famille (xy,--- ,x,) est libre

ATTENTION !

p
Bien str, on a @ E),(f) C E, mais cette inclusion peut &tre stricte.
i=1
En général, les sous-espaces propres de f ne sont donc pas supplémentaires dans E.

Preuve :
(1) Récurrence sur le nombre p de sous-espaces propres considérés.

e La propriété est vraie pour p = 2 : en effet, si on considére deux valeurs
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propres A\; # Ag, alors :

S E)\l(f)mE/\g(f) - f(SC) = \MT = T = ()\1 —)\2).1':()2 =z = 0g.
£0

Donc Ey, (f) N Ey,(f) ={0g}, ce qui montre que
E)\l(f) + E>\2(f) = EAl(f) ©® E>\2(f)

Soit p > 2. On suppose que la propriété est vraie pour p sous-espaces
propres. Montrons la pour p+ 1 sous-espaces propres : soit (Ar, -+, A1)

p
p + 1 valeurs propres distinctes de f. Montrons que la somme Y E\ (f)
=1

est directe. Pour cela, on suppose :
x1+---+xp+xp+1 :OE,

avec Vi € {1,--- ,p+ 1}, z; € E\,(f).
En appliquant f et en utilisant que f(x;) = \;z; pour chaque i, on obtient
par linéarité :

fx) + -+ f(zp) + f(2p1) = f(OR),

c’est-a-dire
)\1I1 + -4 )\pIp -+ )\p—&-lxp—i-l = OE
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Vu que z,11 = — (21 + -+ - + x,), ceci se réécrit

()\1 — )\p+1)ﬂf1 +- 4+ (/\p — )\p+1)l‘p = OE
—— ——

€Ex, (f) €Ex, (f)

p
Par hypothése, la somme Y F), (f) est directe, donc cette somme nulle
=1

entraine :

ViE {1, ,p}, ()\i_>\p+1)xi:0E7
donc (puisque A\;—Ap41 # 0 pour touti € {1,--- ,p}) 12y =--- =, = 0p.
Il s’ensuit x4 = —(x; + -+ + x,) = 0p.

Ceci montre que la propriété est héréditaire.
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(i7) Si oywy + -+ + apx, = 0p avec chaque «; € K et chaque z; un vecteur propre
associé a J\;, alors en posant y; = a;x; pour tout 7, on a

1+t g =0,

P
avec chaque y; € E),(f), donc puisque la somme Y F) (f) est directe d’aprés
=

(), on en déduit que y; = Og, c’est-a-dire oyz; = Op pour tout i. Mais les x;
sont non nuls (vecteurs propres), donc on a «; = 0 pour tout ¢, ce qui montre
que la famille (z4,--- ,x,) est libre.



2) Polynoéme caractéristique d’un endomorphisme
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En dimension finie, on dispose d’une caractérisation simple des valeurs propres,
grace au déterminant. Dans toute la suite, on suppose que E est de dimension

finie, et on note n = dim(E) € N*.

Proposition 8 (Caractérisation des valeurs propres a 1’aide du det).
Si f € L(E), et X € K, alors on a l’équivalence :

Preuve : On a vu que : A valeur propre de f <= f — Aldg non injective.
Vu qu’ici F est de dimension finie, on a I’équivalence

f — A dg non injective <= f — Aldg non bijective
(en dimension finie, un endomorphisme est bijectif ssi il est injectif). Donc
A valeur propre de f <= det(f — AMdg) =0

(rappelons qu’un endomorphisme est bijectif ssi son déterminant est non nul).

Enfin, on a det(Aldg — f) = (—1)"det(f — A dg), ce qui montre I’équivalence voulue.

O
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Le résultat suivant (difficile) sera admis :

Lemme 9 (Structure polynomiale de det(AIdg — f)).

Soit f € L(E). Notons n = dim(F) € N*. Alors il existe By, -+ , Bn—1 € K tels que
VA e K, det(Mdg — f) = A"+ B A" Lo+ BA + Bo.

En d’autres termes, det(AIdg — f) est un polynome de degré n en la variable A,

dont le coefficient dominant est 1.

Remarque
Si on fixe une base B de E et qu’on considére A = (a;;)1<ij<n = Matp(f), alors
A— a1 —ai12 T —Qa1n
—a A—a cee o —Qgn
det(Mdg — f) = det(\, — A) = 2! 22 2,
—Qnp,1 —Qp2 e A= Qpon

et les coefficients 3; de ce polyndome en A sont des sommes et produits des a; ;.
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Exemple (Cas n = 2)
Soit une base B = (ey,es) de E. Notons A = Matg(f). Alors

A—a —a
det()\IdE — f) = —ay 11’1 N — ;’22 = )\2 — (CL171 -+ a/272)>\ + (CL1716L272 — (12716L1’2).

Exemple (Cas n = 3)
Soit une base B = (eq, 3, e3) de E. Notons A = Matg(f). Alors

A — aii —ai2 —ai3
det()\IdE — f) = —a21 A — a2 9 —Q23
—as;1 —asz2 A— asz;3

En développant ce déterminant par rapport a sa derniére colonne, on obtient

A — ay; —Q12 A— a1 —Q1.2

det(Mdg—f) = —a13 —Q21 A — G239

+(/\—a3’3)

)

—as;1 —a3.2

Les deux premiers termes de cette expression sont clairement des polynomes de degré
< 1en A donc il existe vy, 71 € K tels que

det(Mdg — f) = (A—ass3) x ()\2 — (@11 + ag2) A + (a11022 — az1a12)) + 1A + Y.
Ceci se réécrit

det(Mdg — f) = X* = (a11 + as2 + az3) N> + BiA+ Bo,  Bo, 1 €K
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Définition 10 (Polynoéme caractéristique d’un endomorphisme).
Soit f € L(E). On appelle polyndme caractéristique de f le polynome

Notation
Le polyndme caractéristique se note x(X) ou Pr(X).

Remarque
On a deg(xs) =n = dim(E).

Proposition 11 (Interprétation des valeurs propres comme racines).
Soit f € L(E), avec E de dimension n € N*

(1) f posséde au plus n valeurs propres
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Preuve : D’aprés la proposition 8, A est une valeur propre de f si et seulement si
det(Mdg — f) =0, c’est-a-dire x¢(A) = 0.
Enfin, x; étant un polynome de K[X] de degré n, il posséde au plus n racines dans K.
Donc f posseéde au plus n valeurs propres.

Définition 12 (Spectre d’un endomorphisme).
Si f € L(E) avec E de dimension n € N*, on appellera spectre de f (noté sp(f))
I’ensemble des valeurs propres de f.

Remarque
e Le spectre de f est une partie finie de K, de cardinal inférieur ou égal a n.

e Le nombre de sous-espaces propres de f est donc limité par la dimension de E.

° , il est possible que f ne posséde aucune valeur propre (si par exemple
xf(X) = X? + 1, sans racine réelle).

° , f posséde toujours au moins une valeur propre.

En effet, son polynéme caractéristique est dans C[X], il posséde donc au moins
une racine complexe (théoréme de d’Alembert-Gaiiss).
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Exemple
Calcul des valeur propres et des sous-espaces propres de 'endomorphisme f € L£(IR3)
défini par
flz,y,2) = (22 + 42,3z — 4y + 12z, — 2y + 5z).
2 0 4
La matrice de f dans la base canonique de R3 est A= | 3 —4 12
1 -2 5
Le polynoéme caractéristique de f vaut donc
X -2 0 —4
xrp(X)=det(XI3—A)=| -3 X+4 -12 |=XX-1)(X-2).

-1 2 X -5
Les valeurs propres de f sont donc les racines de ce polynome :
sp(f) = {0,1,2).
Il y a donc trois sous-espaces propres :

2
Eo(f)=Ker(f) =Vect| 3/2 |,
1

—4
E\(f)=Ker(f—1I1d)=Vect| 0 ,
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2
Ey(f) = Ker(f — 21d) Vect( 1 ) .
0
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3) Eléments propres d’une matrice carrée

Définition 13 (Valeur/vecteur propre d’une matrice carrée).
Soit A € M,,(K). On dit que A € K est une valeur propre de A si

Remarque
A est valeur propre de A <= AV e K"\ {0k}, AV =V

= Ker(A— ML) #{0kn} <= rg(A—X,)<n

— A — M, non inversible <= det(A\, — A) =0

Définition 14 (Sous-espaces propres d’une matrice carrée).
Soit A € M, (K) et A € K une valeur propre de A. On appelle sous-espace propre
de A associé a A le sous-espace vectoriel Ex(A) = Ker(A— \,,).
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Remarque
Pour toute valeur propre A de A, le sous-espace propre F)(A) est un sous-espace vec-
toriel non nul de K".

Définition 15 (Polynéme caractéristique d’une matrice carrée).
Soit A € M,,(K). On appelle polyndme caractéristique de A le polynome :
xa(X) =det(XI, — A) € K[X].

Remarque
e deg(xs) = n.
e D’aprés ce qui précede, les valeurs propres d’une matrice A € M,,(K) sont
les racines dans K de son polynéme caractéristique. Il y en a donc au plus
n (la taille de la matrice).

e On note sp(A) (le "spectre" de A) I'ensemble des valeurs propres de A.
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Proposition 16 (Valeurs propres d’une matrice triangulaire).
Les valeurs propres d’une matrice triangulaire sont ses éléments diagonaux

Preuve : Si T est triangulaire supérieure, son polynéme caractéristique vaut alors :

X — a1
0

xr(X) =

—a12

X — ag 2

_al,n
—Aa2n

—Up—1.n

0 X —apn

On a donc xr(A\) =0 <= A€ {ai1, - ,ann}-

(X — alvl)(X — agvg) s (X — a,w) .
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Proposition 17 (Des matrices semblables ont méme poly. caractéristique).
Soient A, B € M,,(K). Si A et B sont semblables, alors y4(X) = x5(X)

Preuve : Soit z € K. Par hypothése, il existe P € GL,(K) telle que B = P7'AP.
Donc
2l, —B=P ' (¢l,)P— P~ AP = P~ (21, — A) P.

Il s’ensuit par multiplicativité du déterminant :
det(zl, — B) = det(P™') x det(x1, — A) x det(P) = det(x1, — A).

On a donc xa(x) = xg(z) pour tout z € K, ce qui montre que les polynomes x4 et xp
sont égaux.
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ATTENTION !
La réciproque est fausse!
Exemple

Par exemple A = (

(1) 1 ) et [ = ( (1) (1) ) ne sont pas semblables (I n’est semblable

qu’a elle-méme), bien qu’ayant méme polyndéme caractéristique : xa(X) = x7(X) =
(X —1)%

Remarque
Deux matrices semblables ont donc les mémes valeurs propres.

4) Multiplicité d’une valeur propre

Lorsque E est de dimension finie n € N*, les valeurs propres de f sont donc les
racines d’un polynéme de degré n (le polynéme caractéristique). On peut donc parler
de leur multiplicité :

Définition 18 (Multiplicité d’une valeur propre).
Soit A € K une valeur propre de f € L(E). On appelle multiplicité
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Remarque
La multiplicité d'une valeur propre est évidemment comprise entre 1 et n = deg(xy).

Exemple e
) A1 = 3 est valeur propre "double" (de multiplicité 2)
(Y _2)2 1
Sixp(X) = (X=3)%(X+1), alors { Ay = —1 est valeur propre "simple" (de multiplicité 1)

Rappel (Multiplicité et dérivées successives)

Si P € K[X] non constant, alors pour tout A € K et m € [1;deg(P)] :
PA)=P'(A)=---=Pm D)) =0
PM(X\) #0 '

A est racine de P de multiplicité m <= {

Proposition 19 (Forme du polynoéme caractéristique sur K = C).
SiK=C et f € L(E), alors xs est scindé, c’est-a-dire :
p

xr(X) = JTT(X = xp)o,
k=1
ot 1 <p<n,les \p € C sont les valeurs propres distinctes de f, et les oy sont des
entiers > 1 (les multiplicités respectives des valeurs propres Ay, - -+, Ap).

Remarque p

Avec les notations précédentes, on a > ay = deg(xy) = n.
k=1
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Preuve : C’est une conséquence directe de la propriété suivante : tout polynéme non
constant de C[X] est scindé (s’écrit comme un produit de polynomes de degré 1).

Et cette propriété se démontre simplement par récurrence sur le degré du polynéme a
partir du théoréme de d’Alembert-Gaiiss (voir cours de TSI 1). O

ATTENTION !
C’est faux en général sur K = R!

Remarque
e Bien noter qu’en général (sur K = R ou C) le nombre de valeurs propres distinctes
p est inférieur ou égal a n = dim(E).

e Sur K = C, tout endomorphisme posséde n valeurs propres pas forcément dis-
tinctes (elles sont "comptées avec multiplicité").

e On prendra I'habitude de chercher la multiplicité des valeurs propres.

Exemple (Matrice de rotation)
Soit f € L(R?) 'endomorphisme canoniquement associé a la matrice

1 0 0
0 cosf —sinf |, 0 ¢ 1.

0 sinf cosf

A
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On a ya(X) = (X —1)(X? — (2cos0)X + 1), et le facteur de degré 2 est irréductible
sur R (son discriminant est < 0).
Bien entendu, si on considére A comme une matrice de M,,(C), on a y 4 scindé sur C :

en effet, ’ .
Xa(X) = (X = 1)(X = e“)(X —e™).

La matrice A ne posséde donc qu’une valeur propre réelle, et deux valeurs propres com-
plexes conjuguées. De plus, les trois valeurs propres de A sont simples (de multiplicité

1).
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On a un lien entre la multiplicité d’une valeur propre et la dimension du sous-espace
propre associé :

Proposition 20 (Lien entre multiplicité de A et dimension de E,(f)).
Soit E un K-e.v. de dimension n € N*, soit A € K une valeur propre de f € L(E)

Remarque (Cas d’une valeur propre simple)
Si A € K est valeur propre simple de f, alors on a dim(E\(f)) = 1, c’est-a-dire que le
sous-espace propre associé est une droite vectorielle.

ATTENTION !

La remarque précédente n’admet pas de réciproque : il est possible que A soit valeur
propre de multiplicité > 2, mais que dim(FE)) = 1.

De maniére générale, on peut trés bien avoir dim(E)) < a,.
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Preuve :

e Puisque E,(f) est un sev non nul de £ (A étant valeur propre), on a
dim(E\(f)) > 1.

e Notons d = dim(E\(f)) € [1,n]. On considére une base (uy,---,uy) de Ex(f),
que l'on compléte en une base B = (uy, -+ ,ug, Ugy1, -+ ,Upy) de E.

Puisque f(u;) = Au; pour tout i € {1,--- ,d} (vu que u; € E\(f)), la matrice de f

dans B est de la forme A = ( Ma Ay

0 A

Ay € Myn—a(K) et Ay € M,,_4(K). Le polynéme caractéristique de f vaut donc

) (matrice "triangulaire par blocs"), avec

(X - NI, -4,

W) = () = dee(xr, - 4 =| KV
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En développant successivement par rapport aux premiéres colonnes, on a donc
Xr(X) = (X = N x det(X,_q — Ag) = (X — N x xa,(X),

ce qui montre que (X — A)? divise le polynome x;(X). La multiplicité de A dans
X7(X) est donc au moins égale & d = dim(E,(f)) (il se peut que A soit également
racine du polynéme x4,(X)) : on a bien

Q) > dlm(E)\)
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IIT Endomorphismes/matrices diagonalisables

Notons n = dim(F) € N*. Soit f € L(F).

Existe-t-il une base B = (¢;)1<;<, dans laquelle la matrice de f est diagonale ?

e Si une telle base existe, alors en notant

ay 0
M&tB(f) = e )
0 (n.n
on a f(e;) = a;;e; pour tout i € [1,n] , c’est-a-dire que les e; (qui sont non

e Réciproquement, si B = (e;)1<i<n est une base de E formée de vecteurs propres
de f (pour des valeurs propres A, ---, A, non nécessairement distinctes), alors
Matg(f) est diagonale  car

A 0
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Cecl motive la définition suivante :

1) Définition

Définition 21 (Endomorphisme diagonalisable).
Un endomorphisme f € L(E) est dit diagonalisable sl

Vocabulaire
Dans ce cas, "diagonaliser ’endomorphisme f" signifie trouver une telle base de vec-
teurs propres, appelée base de diagonalisation de f.

On définit naturellement une notion analogue sur les matrices carrées :

Définition 22 (Matrice diagonalisable).
Une matrice A € M,,(K) est dite diagonalisable si elle est semblable a
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Vocabulaire
Dans ce cas, "diagonaliser" la matrice A, c’est donner explicitement une matrice inver-
sible P telle que la matrice P~'AP soit diagonale.

ATTENTION !
Toute matrice diagonale est diagonalisable, mais la réciproque est fausse ...

Remarque (Deux évidences)
e Si Ae M, (K), alors

K* — K"

Vo AV est diagonalisable.

A diagonalisable <= ’endomorphisme f : {

e Si f € L(F) et B est une quelconque base de F, alors

f diagonalisable <= Matz(f) est diagonalisable.
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2) Exemple fondamental : projecteurs et symétries

Proposition 23 (Diagonalisabilité des projecteurs et symeétries).
Les projecteurs et les symétries de E sont des endomorphismes diagonalisables
(o E est un quelconque K-espace vectoriel de dimension finie).

Preuve :

e Sip: F — FE est un projecteur, alors en considérant une base B adaptée a la
somme directe :

E =1Im(p)® Ker(p) = Ker(p— Idg) ® Ker(p),

Mats(p) = ({; 8);

on a

ou r =rg(p) = dim(Im(p)).
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e Si s : F — FE est une symétrie, alors en considérant une base B adaptée a la

somme directe :
E = Ker(s—Idg) ® Ker(s+ Idg),

on a
I, 0
Matg(s):<0 7 >,

ou r =dim(Ker(s — Idg)).
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3) Théoréme de diagonalisation

De maniére générale, on dispose d’une condition nécessaire et suffisante pour qu’un
endomorphisme (ou une matrice) soit diagonalisable.

Lemme 24 (Caractérisation des endomorphismes diagonalisables).
Soit E un K-e.v. de dimension n € N*, et f € L(E).

En bref, un endomorphisme est diagonalisable si et seulement si ses sous-espaces
propres sont supplémentaires dans FE.
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Preuve :

Puisque f est diagonalisable, il existe une base B = (e, -+ ,e,) de E formée de
vecteurs propres. Ces vecteurs propres sont associés & un certain nombre de valeurs
propres distinctes, notées Ay, ---, A, (ot p € [1;n]). Montrons alors que les sous-
espaces propres Iy, (f), -, Ey,(f) sont supplémentaires dans £ :

e On sait déja (cf. prop 7) que ces sous-espaces propres sont en somme directe :
Ex(f)+-+E(f) =Ex(f)& @ E)\(f) CE.

e Chaque e; appartient a un des E), (f), donc a fortiori e; € By, (f) @ --- @ Ey, (f).

La famille B = (eq, - -+ , e,) est donc une famille libre du sous-espace E,, (f)®- - -®
E, (f), ce qui entraine que dim(Ey, (f)@---®Ey, (f)) > Card(B) = n = dim(£),
et donc

Ex(f) @@ B, (f)=E.
Par hypothése, on a
Ex(f)e-- o B\ (f) = E,

avec Ap, - -+, A, des valeurs propres de f deux a deux distinctes.
Considérons B une base adaptée a cette somme directe :

B = €1, , €64 aei1+17"'76i2a"'7eip71+17"'76n ;

base de E,, () base de B\, (f) base de Ey, (1)
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avec 1 <1y <ip < -v- <y < M.
)\161' sil S ) S il
)\Qei SlZl—i-lS’lS’lQ .

Vu que f(e;) = ¢ . , on en déduit que
Api sidp_1+1<i<n

A 0

Matg(f) =

(ot chaque )\, apparait dim(E), (f)) fois), ce qui montre que f est diagonalisable.
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On remarque au passage que le polynéme caractéristique de f vaut
X(X) = det(XT, — Matg(f)) = (X — \)HmEU) (X — ) dimEx, (D),

donc les valeurs propres de f sont bien Ay, --- , A, (les racines), il n’y en a pas d’autres.
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Remarque
Dans la preuve précédente, remarquer la structure "par blocs" de la matrice obtenue
dans la base de diagonalisation :

o1 A : A ©)

MatB(f) = . . 2 0 s Ak:: :Mat(f‘EAk(f))‘
: R 0 A
0 - 0 A, (0) F

Cette structure rappelle que chaque sous-espace propre E), (f) est stable par f.

: si f est diagonalisable, alors n’importe quelle matrice diagonale D
qui représente [ (on dit que D est une "réduite" de f) vérifie les propriétés suivantes :

e les coefficients diagonaux de D sont exactement les valeurs propres de f.

e chaque valeur propre est représentée sur la diagonale de D autant de fois que son
ordre de multiplicité.

Il y a donc unicité de la "réduite" D a l'ordre des éléments prés. En revanche, il n’y a
pas unicité de la base de diagonalisation (méme pas & l'ordre des vecteurs prés).
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On déduit du lemme précédent le théoréme suivant :

Théoréme 25 (Théoréme de diagonalisation).
Soit E un K-e.v. de dimension n € N*, et f € L(E).

k=1
......... fe,gtdmgonalzsablebyE)\l(f)@@E)\p(f):E
.......................... D R RITIRLPAP TR
— Zdlm(E,\k(f)) =n
=1

Remarque
Interprétation du théoréme : les endomorphismes diagonalisables sont ceux qui ont des

sous-espaces propres de dimension maximale (égale a la multiplicité des valeurs
propres). Ainsi, on dispose de "suffisamment de vecteurs propres libres" pour construire
une base de F qui diagonalise f.
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Preuve :

(1) Le lemme précédent montre que si f est diagonalisable, alors le polynome

caractéristique de f est scindé sur K (c’est un produit de polynémes de degré
1). Par contraposée, on obtient le point (i).

(77) Le lemme précédent montre que
[ diagonalisable <= E) (f)®---® E\ (f) = E.
Vu qu’on a toujours ), (f) @ --- @ Ej,(f) C E, on en déduit que
[ diagonalisable <= dim(Ey,(f) @ -- @ Ey,(f)) = dim(£),

c’est-a-dire

[ diagonalisable <= dim(Ey,(f)) + --- 4+ dim(E) (f)) = n.
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Mais on a aussi n = deg(xs) = a1 + - - - + a, donc
f diagonalisable <= (o —dim(Ey (f))) + -+ + (ap — dim(E),(f))) = 0.

Puisque tous les termes oy, — dim(E), (f)) sont positifs (d’aprés la proposition
20), on en déduit que cette somme est nulle si et seulement si chaque terme est
nul. D’ou :

f diagonalisable <= Vk e {1,---,p}, oy —dim(E, (f)) = 0.
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Remarque
e S5i K= C, la condition "y est scindé" est automatique.

e Méme si un endomorphisme f € L(E) (ou K = R) a toutes ses valeurs propres
réelles, il n’est pas nécessairement diagonalisable !

Exemple
Soit I'endomorphisme f de R?® défini par :

flzyy,2)=(y+z,—z+2y+z,—x+y+22).

1. Montrer que f est diagonalisable et le diagonaliser.
2. Diagonaliser la matrice A canoniquement associée & f.

La matrice de f dans la base canonique de R? est

0 11
A= -1 2 1
112
Xf(X) = xa(X) = (X = 1)*(X — 2), donc f posséde une valeur propre double (1) et
une valeur propre simple (2).
e Le sous-espace propre Fy(f) est nécessairement de dimension 1, puisque la valeur
1

propre 2 est simple. On a FEy(f) =Vect | 1
1



e [’endomorphisme f est diagonalisable si et seulement si dim(FE;(f))

la valeur propre 1 est de multiplicité 2). C’est le cas car Ey(f) = Vect
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e Les calculs précédents montrent que la famille (uq, us, uz) obtenue est une base de
R3 formée de vecteurs propres pour f. L’endomorphisme f est donc diagonalisable
et sa matrice dans la base (u1, ug, u3) est

D:

S O N
O = O
_ o O

e Tout ceci montre aussi que la matrice A est diagonalisable, puisque D = P~1AP,
avec

1 11
P = 1 01
110

(la matrice de passage de la base canonique vers la base (u1, us, u3)).
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Remarque
Si PYAP = D avec D diagonale et P inversible :

e les colonnes de la matrice P forment une base de diagonalisation de ’en-

domorphisme canoniquement associé a A, noté f : { Vo AV
Cette matrice P est la matrice de passage de la base canonique By = (e1,- - ,e,)

de K" & la base de vecteurs propres B = (vy,- -, v,).

e D est la matrice de f dans la base B. Elle est diagonale, et ses éléments diago-
naux sont les valeurs propres de A.
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Exemple

Montrer que 'endomorphisme f : Ro[X] — Ry[X] défini par f(P) = P + P’ n’est pas
diagonalisable.

La matrice de f dans la base canonique (1, X, X?) est

1 1 0
A= 01 2
0 01
On en déduit que x;(X) = (X —1)® : f posséde une valeur propre triple : 1.
1 00
Si f était diagonalisable, on aurait alors A semblable a I3 = 0 1 0 |, donc
0 01

A = P7'I3P avec P inversible, c’est-a-dire A = I3, ce qui est faux.
Donc f n’est pas diagonalisable.
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4) Cas ou xy est scindé & racines simples

Signalons un cas particulier intéressant :

Proposition 26 (Cas ol x s est scindé a racines simples).
Soit E un K-e.v. de dimension n € N*, et f € L(E).

Remarque

Cela revient a dire que si f posséde n valeurs propres distinctes (avec n = dim(F)),
alors f est diagonalisable.

Et en conséquence immédiate : si A € M,,(K) posséde n valeurs propres distinctes
dans K, alors A est diagonalisable.

Preuve : Dans ce cas, f posséde n sous-espaces propres, qui sont des droites (Vk €
[1,n], 1 < dim(E,, (f)) < ax = 1). On a donc bien S7_, dim(E,, (f)) = n, ce qui
prouve que f est diagonalisable.
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ATTENTION !

La réciproque est fausse!

Par exemple, Idg est diagonalisable et pourtant, cet endomorphisme ne possede qu'une
valeur propre (1) de multiplicité n (on a xr4,(X) = (X —1)").

Exemple (Extrait de CCP TSI 2012)
Montrer que 'endomorphisme f : R3[X] — R3[X] défini par

f(P)=(X+2)P(X)-XP(X+1)

est diagonalisable.
Sa matrice dans la base B = (1, X, X2, X3) est

20 0 O

01 -1 -1
A= 00 0 =3 ’

00 0 -1

donc sp(f) = sp(A) = {—1,0,1,2} (puisque la matrice est triangulaire).
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Vu que 'endomorphisme f posséde 4 valeurs propres distinctes (et dim(E) = 4),

on en déduit que f est diagonalisable, et que la matrice A est semblable &

0
0
0

S O O
o O = O
o O OO

-1

mais aussi a toute matrice diagonale dont la diagonale est une permutation du qua-
druplet (2,1,0,—1) (il y a donc 4! = 24 réduites possibles).
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Exemple
0100
. 0010 . .
Soit A = 000 1 I A est-elle diagonalisable dans M4(R)? Dans M4(C)?
1000

On montre que le polyndéme caractéristique de A vaut
XAX) =X —DX +1)(X*+1) = (X — 1)(X +1)(X —4)(X +1)

e Ce polynome n’est pas scindé sur R, donc A n’est pas diagonalisable dans M4(R).

e Ce polynome est scindé a racines simples sur C, donc A est diagonalisable dans
M,y (C) : en effet, A posséde 4 valeurs propres distintes, donc les sous-espaces

propres sont quatre droites de C* (en somme directe).
Elles sont donc supplémentaires : E1(A) @ E_1(A) & E;(A) & E_;(A) = CL



64,64

ATTENTION !

Dans I'exemple précédent, remarquons que la matrice A est équivalente en lignes a
I, mais pas semblable a 1!

0
La matrice A est semblable (dans My(C)) a D = 8

O O O
=
—_

O = O O

—1



